FEUILLE 1 : NOMBRES COMPLEXES, SERIES DE FONCTIONS
ET SERIES ENTIERES

NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1. Résoudre sur C les équations suivantes :

Exercice 2. 1. Soit z =a + ib € C.
a. Déterminer le module et un argument du nombre complexe €€ .
b. En déduire les parties réelle et imaginaire de ce nombre complexe.

2. Soit V(a,b) € R2, f(a,b) = =",
a. On suppose que cos(b) < 0. Montrer que

f(a,b) — 0.

a——+00

b. On suppose que cos(b) > 0. Montrer que

|f(a,b)] — Ho0.

a——+00

c. On suppose que cos(b) = 0. Que se passe-t-il lorsque a tend vers +oo ?

iz —iz iz —1iz

. e’ +e . e” —e

Exercice 3. On pose, pour z nombre complexe, cos z = — et sinz = —
i

l.a. Soit a € C. Montrer qu’il existe un nombre complexe non nul b tel que
b* —2ab+1=0.

b. En déduire que la fonction cos est surjective de C sur C.

2. Montrer que la fonction sin est surjective de C sur C.

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

Exercice 4. 1. Soit (fy), une suite de fonctions continues définies sur un intervalle [a, b] de R.
Montrer que si (fy,), converge uniformément sur [a,b] vers une limite f, alors pour toute suite
(tn)n de points de [a, b] convergeant vers une limite «, la suite (f,,(t,)), converge vers f(a).

2. Calculer la limite de (cos(1/n))" lorsque n tend vers I'infini.
3. Soit f,(t) = ncos™tsint.
(a) Montrer que pour tout ¢ € [0, F], fn(t) tend vers zéro si n tend vers I'infini.

(b) Montrer que la convergence n’est pas uniforme. (Indication : introduire ¢, = 1/n).



Exercice 5. 1. Montrer que pour tout ¢t € [0, 1], sin(7t) < w(1 — ¢).
2. Montrer que

o 1 1 4o
T;( /0 t"sin(rt) dt) = /0 (;t"sin(m)dt).

(On pourra utiliser le théoreme de Fubini pour les séries et la question précédente).
3. En utilisant la question précédente, montrer 1’égalité

“+o00

Z(/Ol t" sin(7rt) dt) = /07r sir;:z dx.

n=0

SERIES ENTIERES

Exercice 6. Démontrer les inégalités suivantes valables pour tout nombre complexe z :

(i) [e* — 1] < elfl —1 < |z|el?l, (i) |cos 2| < chlz].

Exercice 7. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes:

() A(z) = ¥ %mpen, (i) B(z) = ¥ ¥ig2, (iif) C(z) = ¥ S,
n>1 n>0 n>1

(v) D)= % (1+ <‘$>")"zn.

n>1

3 1 n
(v) E(z) = 3 detelatn=b) .n (4 5 0 donné), (vi) F(z) = (lsm(ﬁf ) 2,
n>0 e n>1 n(1+z)
(vii) L(z) = 3. th(n)"2", (viii) M(2) = 3 d,2", ot d, est la n**™¢ décimale du nombre 7.
n>0 n>0

Exercice 8. Soit ) a,2", une série entiere de rayon de convergence égal a 1, et Vn € N, b,, =
n>0

n
> ag.
k=0

1. Soit S, et Sy, les sommes des séries entieres Y a,z" et > b,z", et Sév , Sév leurs sommes
n>0 n>0

partielles. Montrer que (1 — 2)S¥¥ = SY — by 2N+ pour tout N.

2. En déduire que la série entiere Y b,z" a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 et

n>0
que
1
Vz € D(Ov 1)7 Sb(Z) = 1 zSa(Z).
3.a. Prouver que Vn e N, > (k+ 1) = ("H)QM
k=0
b. En déduire que
+00
" 2

n=0



Exercice 9. Soit ) a,z", une série entiére de rayon de convergence égal a +00.
n>0
On suppose que cette série entiere converge uniformément sur C.

1. Montrer qu’il existe un entier IV tel que

Vn > N,Vz € C,

“+o00
Zakzk’ <1.
k=n

2. En déduire que
Vn > N,Vz € C, |apz"| < 2.

3. Conclure que la série entiere considérée est un polynome.

Exercice 10. 1. Montrer qu’il existe une unique solution de 1’équation différentielle zy” +
3y’ — 423y = 0 de la forme F(z) = 1+ Y, axz**, donnée par une série entiere de rayon de
convergence strictement positif, avec des coefficienst a; a déterminer explicitement.

2. Quel est le rayon de convergence de cette série 7 Donner une expression explicite de sa
somme.

3. Montrer que toute solution G de 1’équation développable en série entiere pres de 'origine
vérifie G'(0) = 0.

4. Montrer que F' est la seule solution développable en série entiere au voisinage de 1’origine
vérifiant F'(0) = 1.

Indication : On considerera le wronskien de F' et d’une autre solution linéairement indépendante
définie sur ]0, 4+-o0].



