TD du 7 avril 2021 - Fonctions holomorphes
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Exercice 7. Soit f(2z) = u + iv une fonction holomorphe dans un ouvert connexe 2. Montrer
que les familles de courbes u(z,y) = ¢; et v(z,y) = co sont orthogonales ; plus précisément,
montrer qu’en tout point d’intersection zp = 2o + iyo de deux de ces courbes tel que f'(20) # 0,
leurs normales respectives sont perpendiculaires.

$U\«!--\» c‘lc-\ E“L -\'d.szl"' b’“\MB%V&\Yla\‘C‘

& vir9)= & ovd uw i sukaan - Vide
Sy L = Kot i‘aa VY Y J'iv\l-u%«)n'on] -bLs&,u
AlaNto0.

honr vVabanny VOrmany ot L ol Vo Je»vq

Ju bt ) = [ du u
VM . Ch lel“\»\ DX s ) )' ‘a (9’1‘3" )

A3
Lﬂ- ?}ah%" J'W dﬂua\a—\ ,J 2
vonehln mt o dour priny ppdonl cin oy
(;0“”\7"” J‘- vwVeoua .

= V\l L¥§|‘1;\ = (b’tul ‘)\aw\
=y ("u“a) = ()x\’ ' 3‘3"3

Nuw



Nw %1 l‘o.‘av\ = V(e o)

=R

R
ulvg)= ¢ ="V Leig)

\’/,_\/

2, (25,90\
k )
llﬁ Ktiy,
\

oty dhinis (ot et

&-\hyc&zw

WO Vakban ofmal & Afr Cowfads evt dowd ¢

Qe »a;«ahu)? wl towown L

A/ 0 amt comtbie de v ®

\

N, . n, = Ax“ HV & ()‘3“‘)‘3\,

Mo et , 4, 7 LO\O\,.«M'M—L =S U Vv \h-l./\.‘-:bvl—
bs éxﬁ(‘\ﬂ‘avs oh- Q.‘"*JV‘, < ﬂ-s'w‘-'w" / a;MSi

= duu (-ayu) + dyu (dev)

= O



Exercice 6. On dit que deux fonctions réelles u(x,y) et v(x,y) sont conjuguées harmoniques si
elles vérifient les équations de Cauchy-Riemann. ‘_) LUt WS

” Montrer que si u et v sont conjuguées harmoniques, alors u et v sont harmoniques.

2. Trouver les conjuguées harmoniques des fonctions harmoniques suivantes dans les ouverts
indiqués :

—r et fgaig) = uleg) +ilag)

2. u(x,y) = TTiE Sur C\ {0}.
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3. u(z,y) = $log (2 + y?) sur C\ {x + iy;y = 0,2 < 0}. (On raisonnera sur chaque ouvert
=2 {4y > 0} et {& > 0}, et on utilisera suivant les cas que Arctgt et —Arctg(1/t) sont
primitives de (1 +¢2)~1).
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Equation fonctionnelle | modier | modifier le code

On peut déduire arctan(1/x) de arctan x et inversement, par les équations fonctionnelles suivantes :
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Exercice 8. 1. Soit Vz € C, f(z) = 22 — 1. On considere les chemins paramétrés suivants:

(i) Vt € [0,1],v1(t) =t + it?,

= (ii) Vt € [0,27],72(t) = 2+,

- (iii) Vt € [0,27], y3(t) = cos(t) + isin(2t).

Montrer que l'intégrale de la fonction f sur chacun des chemins considérés est bien définie, et
calculer sa valeur.
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2. Soit '
vt € [0, 27], (1) = e™.

On considere les fonctions suivantes:

(i) Vz € C\ {0},a(z) = L, (ii) V2 € C,b(2) = |2|?, (iii) Vz € C,c(2) = 22,

z

(iv) Vz € C\ {0},d(2) = =L, (v) ¥z € C,e(2) = Re(2?) — (Imz2)2.

Montrer que l'intégrale sur le chemin paramétré v de chacune des fonctions considérées est bien
définie, et calculer sa valeur.
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Definite integral:

2x
f cos(x)cos(2x)dx =0
Jo

Visual representation of the integral:

Indefinite integral:

. sin(x) 1 |
fcos(x;cos(z.\f)dx = + (—)sm(a X)

J fed

Swpprel o Aens)=in F & e

S:\T 4\!\‘”: Si /Alu) Ak (\

\

us ¥-W \“

ol,.‘:’o\’(

4(-“ -\'11) Aw

-7



