Vendredi 26 mars 2021 - TD - Fonctions holomorphes

Exercice 3. Pour z = z+iy, x,y € R, on pose f(z) = z+iy?. Montrer que f est R-différentiable
sur C et calculer sa différentielle. Existe-t-il un ouvert U de C telle que fyy soit holomorphe sur
U?
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Supposons qu'il existe une famille m,,, n € N telle que pour tout
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Exercice 3. Pour z = z+iy, x,y € R, on pose f(z) = z+iy?. Montrer que f est R-différentiable
sur C et calculer sa différentielle. Existe-t-il un ouvert U de C telle que fy soit holomorphe sur
U?
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Exercice 4. 1. Soit U ={z=z+iye€ C; —7m <z <m, y € R}. Soit P(z,y) = Cossi‘fihy pour
z € U. Montrer qu’il existe f dans I’espace H (U) des fonctions holomorphes sur U, unique, telle
que f(0)=0et P=Ref.

2. Soit a,b,c € R. On pose P(z,y) = az?® + 2bxy + cy? pour z,y € R.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe f € H(C) telle que P = Re f
Sous cette condition trouver alors toutes les applications f € H(C) telles que P = Re f
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Exercice 4. 1. Soit U ={z =2z +iye C; —7 <z <7, y € R}. Soit P(z,y) = cossg_”ghy pour

z € U. Montrer qu'il existe f dans 'espace H (U) des fonctions holomorphes sur U, unique, telle
que f(0)=0et P =Ref.

-
2. Soit a,b,c € R. On pose P(z,y) = ax? + 2bxy + cy? pour z,y € R. MW

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe f € H(C) telle que P = Re f.
Sous cette condition trouver alors toutes les applications f € H(C) telles que P = Re f.
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Exercice 5. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert €2, v sa partie réelle et v sa partie
imaginaire. On suppose que les dérivées partielles secondes de u et v existent et sont continues
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sur €2. Montrer que u (resp. v) est harmonique (c’est-a-dire —— + —— = 0).
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A90r%C3%A8me_de_Schwarz

OW rovcvonne M wirst v VL 0

Exercice 7. Soit f(z) = u + v une fonction holomorphe dans un ouvert connexe 2. Montrer
que les familles de courbes u(x,y) = ¢1 et v(z,y) = c2 sont orthogonales ; plus précisément,
montrer qu’en tout point d’intersection zg = xg + iyo de deux de ces courbes tel que f’(zg) # 0,
leurs normales respectives sont perpendiculaires.
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Exercice 6. On dit que deux fonctions réelles u(z, y) et v(z,y) sont conjuguées harmoniques si
elles vérifient les équations de Cauchy-Riemann.

1. Montrer que si u et v sont conjuguées harmoniques, alors u et v sont harmoniques.

2. Trouver les conjuguées harmoniques des fonctions harmoniques suivantes dans les ouverts
indiqués :

W 1. u(z,y) =22 — y? + = sur C.

2. u(z,y) = iz sur C\ {0}.

%E

3. u(z,y) = %log (22 +y?) sur C\ {x +iy;y = 0,2 < 0}. (On raisonnera sur chaque ouvert
{£y > 0} et {& > 0}, et on utilisera suivant les cas que Arctgt et —Arctg(1/t) sont
primitives de (1 +#2)71).
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Ligne_de_niveau



