TD Fonctions Holomorphes - 14 avril 2021

Exercice 4. 1. Soit Q un ouvert de C, F et G deux fonctions holomorphes dans Q et : [a,b] — C
un chemin tel que v* C 2. Montrer que

l
/ F(:)G'(2) dz = F(1(0))G(1(8)) — F(7(a))G(7(a)) - / FI(2)G(2) d=
Y |—| ot 1 )
2

) t

2., Calculer fv(z + 2)e'* dz, ou 7y est 'arc de parabole y(t) =t + i—; paramétré par ¢ décrivant
m

[0,7] (On réfléchira afin de simplifier le calcul a faire).

Fi) =4 //H"\

6(ay=le' i o

g‘ L\ . T F(14) 6luri) - Flo) 6l

t 3
iy J\—-‘
Jaw) C\“'" —e e A
e
X _ . ;
- v TArl-l) = & =1yt
\ _:):( ) . e o

v

|
oY

4

-

-

A

)
—

%)



Exercice 5. En évaluant f(, e” dz sur le cercle unité, montrer que

2T 2T
/ €% cos (0 + sinf) df = / Y sin (6 + sin @) df = 0
0 0
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Exercice 6. Calculer

/( 1)” dz
z+ —,
i z z

ot v(t) = e (t € [0,27]) et n € N. En déduire la valeur de f027r cos" t dt.
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Exercice 7. Soit 1
‘o. ~ LN
VzED(l,l)\{l},f(z):ZQ_Z. - W
'
1./ Montrer que f est holomorphe sur D(1,1) \ {1}. 0 1 ,?_
. ’
2.a. Soit Vt € [0,27],v(t) = 1+ %t Montrer que : \\s_ o
2T
2 t
Im(/ f(z)dz) - 2/ teoslt) g
. 0 (24 cos(t))? +sin”(t)
b. En déduire que
/ f(2)dz #£0.
g

3. Conclure que f n’a pas de primitive sur D(1,1) \ {1}.
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Exercice 7. Soit ]

vz e D(L )\ {1} f(2) = S
-— \
1. Montrer que f est holomorphe‘ sur D(1,1)\ {1}. ,/ \\
2.a. Soit Vt € [0,27],v(t) =1+ % Montrer que : tle '
— \ |
2 N ‘
2 + cos(t) o’
I z)dz | =2 dt. s .
m([,,f( ) > /0 (2 4 cos(t))2 + sin?(t) -
b. En déduire que
[ s1a= 20 S
Y — - — - -
2(2-\) 27\ T

3. Conclure que f n’a pas de primitive sur D(1,1) \ {1}.
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Proposition 5.4. L’intégrale des fonctions mesurables positives quelconques :
fr g0 R* — Ry U{oo}
satisfait les six propriétés suivantes.

(i) Linéarité positive : Pour tous a,b € R, ona:

/]Rd(af+bg):a/wf+b/mdg.

(i) Additivité domaniale : Si F et G sont deux sous-ensembles disjoints de RY, alors :

Jot =Ll

5. Etape 3 : Fonctions positives e 17

(iii) Monotonie : Si 0 < f < g en presque tout point, alors :

0</f</9~
R4 R4

(iv) Si g est intégrable et si 0 < f < g, alors f est aussi intégrable.

(v) Si f est intégrable, alors f(z) < oo pour presque tout T € R%.

——% (i) Si [ f =0, alors f(x) = 0 pour presque tout z € R%.
Wto Yeelbad] » (4 4°

https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~merker/Enseignement/Integration/lebesgue-integrale.pdf

Exercice 8. 1. (a) Soit f(2) = Y_,>0 an2" la somme d’une série entiere de rayon de convergence
infini. Montrer que pour » > 0 et n >0

1 2w

Qn

=5 | flef)e™ dt
r

(b) Montrer que si |f(2)| < A+ B|z|¥ pour tout 2 de module > R, f est un polynéme.

2. On suppose que le rayon de convergence de la série donnant f est égal a 1 et que |f(2)|(1—]|z|) <
1 pour tout z de module strictement inférieur a 1. Montrer que pour tout n, |a,| < (l—l—%)n(n%- 1).
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Exercice 8. 1. (a) Soit f(2) = >0 @nz" la somme d’une série entiere de rayon de convergence
infini. Montrer que pour »r > 0et n >0

1 o ity —int
an = 2WT‘”’/0 f(re™y e=™ qt. P\ \ $ Lo S\ravn,c"s
~
-y A=

! trer que si < z|* pour tout z de module > R, f est .
(b) Montrer que si |f(2)] < A+ B|z|" pour tout z de module > R, f est un polynéme "’S“"J‘"
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Exercice 8. 1. (a) Soit f(2) = ) _,,>0 @nz" la somme d’une série entiere de rayon de convergence
infini. Montrer que pour r > 0 et n >0

_ 1 mn it —int dt
an =50 ; f(re®) e .
e — -

(b) Montrer que si |f(z)| < A+ B|z|¥ pour tout z de modyle > R, f est un polynome.

@ On suppose que le rayon de convergence de la série donnant f est égal & 1 et que| f(2)|d=|a) <
pour tout z de module strictement inférieur & 1. Montrer qfie pour tout n, |a,| < (1—{—%)”(71—{— 1).
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FEUILLE 4 : CALCUL D'INTEGRALES, FONCTIONS MEROMORPHES

Exercice 1. Soit Q = {z = 2 + iy € C;|zy| < 1}. Montrer que Q est simplement connexe.

*
O ISe i
4 ? %]

QO _
¥Ye <o ®¢‘7L° o ’\"(
1 \
...\}4. ” ® %0, 7>D = \a,>—;

© %>y Yy 7%

Seb 2 e (L. Ow trl"'t-)é&rl— Ly €L Yee(r)

Vke(.olf\lﬁs\
=) (bx{,‘a\: ‘\}\X?lé\xb\<1



Awss (L emy il ple & 0 o do e

IR 2 el 2 ka2 €L VLeB)
,r" /o %\ ~
. o
\\ ,/

Exercice 2. Soit V l'ouvert de C donné par V = {z € C; z # it pour tout t avec [t| > 1}.

1. Montrer que V est simplement connexe.
1
2. Soit f 'unique primitive de 152 sur V, vérifiant f(0) = 0. Que vaut f(z) lorsque z est
z

réel ? Ecrire un développement limité de f au voisinage de 0.
3. Montrer que si Rez > 0, f(2) + f(1/2) = 7/2.

\1

A




Sovd 1:=ﬂ+s~aé\’- Ov, et gt T ¢V
Y okc (o).
(svt=o, =0 \/)

c b (vHiy) %2 Veclail , byt
=3 #iw, vl (e 26€V).

. Si X=o ,y<l =2 Y[y
JC,\I‘J—\?\ = hi\} <14

Pivs ) N omd Qo) ple & 0 dre

S'\'\V.,LI\A-!A.I. (Pan (AR,



